UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO 

FACULTAD DE ESTUDIOS SUPERIORES ARAGON 

DIVISION DE LAS CIENCIAS FISICO-MATEMATICAS 
Y DE LASINGENIERIAS 

INGENIERIA MECANICA-ELECTRICA 

APUNTES 


ALGEBRA 


NUMEROS COMPLEJOS 


EJE 

IMAGINARIO 



Ing. Francisco Raŭl Ortiz Gonzalez 

, 2008 . 









APUNTES 


ALGEBRA 
NUMEROS COMPLEJOS 


Surge de la necesidad de que el alumno de ingenieria pueda utilizarlo 
como una herramienta de apoyo para el estudio de la materia de Algebra en 
el TEMA II, denominado “NŬMEROS COMPLEJOS” del programa actual, asi 
como de materias afines. 


Cumpie con el objetivo de dicho tema en lo referente a la adquisicion 
de destreza en el manejo formal de los nŭmeros complejos en sus diferentes 
representaciones, para aplicarlos en la resolucion de ecuaciones con una 
incognita que involucren a dichos nŭmeros. 


Y por ŭltimo, quiero dar las gracias al M. en I. Alberto Reyes Solfs por 
sus observaciones tan atinadas para la realizacion de este texto. 

ATENTAMENTE 


Ing. Francisco Raŭl Ortfz Gonzalez 


, 2008 . 
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1. INTRODUCCION 



En ocasiones los resultados de muchas ecuaciones cuadraticas no pertenecen al 
conjunto de los nŭmeros reales (R). Por ejemplo, para resolver la siguiente ecuacion: 

x 2 + x + 1 = Oque pertenece a la forma general ax 2 + bx + c = 0. Donde: a= 1, 
b = 1 y c = 1 son los coeficientes, siendo c el termino independiente. 

Tambien esta expresion matematica es un trinomio cuadratico primo, por lo que 
no se puede factorizar. Para ello se emplea la formula cuadratica para poder resolverla. 




1,2 


— b± b 2 -4ac 
2 a 


que al sustituir los valores resulta lo siguiente: 


-1± (1) 2 -4(1)(1) _-l± 1-4 _-l± -3 
^ 1 ' 2- 2 ( 1 ) 2 “ 2 

Por lo que: 

-1+ ^3 -1-V^3 

x, = - y x.= - 

1 2 2 2 

Donde y x 2 deberfan ser la solucion de dicha ecuacion cuadratica, solo que el 
valor de -3 no existe en el conjunto de los nŭmeros reales. Durante muchos anos se 
considero que los nŭmeros como: -2, -3, -4 y -9 no tenfan sentido, ya que 

no existfa un nŭmero real cuyo cuadrado sea igual a - 3, por lo que - 3 no podfa ser 
considerado como un nŭmero real. 

1.1. ORIGENES 

Los grandes matematicos de la antigŭedad descubrieron que el sistema de 
nŭmeros reales estaba de cierta manera incompleto, esto a consecuencia de que al 
tratar de obtener la solucion de ciertas ecuaciones cuadraticas tal como: 

± 2 - 2x + 2 = 0 


El resultado de x, y ± 2 , no se encontraba dentro de los nŭmeros reales (R), ya 
que: x,= 1 + -1 y X 2 = 1 - -1 no existfan. 
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Para ello en el siglo XVII, Rene Descartes (1596-1650), llamo nŭmeros 
imaginarios a todo aquel nŭmero real negativo que se encontrara en el interior de un 
radical. 

Despues de esta declaracion, los nŭmeros imaginarios fueron atacados y 
declarados por muchos matematicos como “imposibles” o “inexistentes”, a 
consecuencia de que no podfan ser relacionados con experiencias de la vida normal. 

Por ejemplo, ia ecuacion cuadratica tambien conocida como ecuacion de 
segundo grado o polinomio de grado dos x 2 + 1 = 0 no se iba a quedar sin solucion. 

Es por ello que las matematicas requerfan de los nŭmeros imaginarios para 
obtener la solucion. Finalmente estos se impusieron, a consecuencia de que el nŭmero 
imaginario presenta una idea abstracta y precisa. 

Actualmente, los nŭmeros imaginarios son de gran importancia por tener grandes 
usos, tal como la descripcion de la corriente alterna en la electricidad. 

<j,Que nŭmero al ser multiplicado por sf mismo es igual a - 1?, para ello Euler 
concibio que con la ayuda de la unidad imaginaria representada por medio del simbolo 
V, se estableciera una igualdad, por lo que: i = -1, que al sustituirlo en: + 1 = 1 + -1 

y + 2 = 1- -1, resultaba io siguiente: 

+, =1 + i y + 2 = l-/ que es la solucion de la ecuacion cuadratica 

+ 2 - 2x + 2 = 0. 


Cuyos resultados pertenecen al conjunto de los nŭmeros complejos, por ser los 
nŭmeros imaginarios un subconjunto de dicho sistema numerico. 

2. LOS NUMEROS COMPLEJOS (Z) 

Los nŭmeros compiejos se representan basicamente en tres formas, que son: 
binomica, polar o trigonometrica, y la exponencial o de Euler. Siendo la razon principal 
de que algunas soluciones de probiemas se pueden facilitar mas de una forma que de 
otra. 

2.1. FORMA BINOMICA 

Un nŭmero complejo es toda aquella expresion algebraica o matematica de la 

forma: 


Z = a + bi siendo esta la ilamada forma binomica de los nŭmeros complejos. 
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Donde: a y b son dos nŭmero reales, e i es la unidad imaginaria, recordando que 
i = -1. Por lo que x { = 1 + -1 = 1 + / yx, = 1 - -1 = 1-/; estableciendo que 
a = I y b = 1. 

Siendo a + bi la suma de un nŭmero real con un nŭmero imaginario, y a - bi la 
resta de un nŭmero real con un nŭmero imaginario 

Ahora bien, cuando a = 0, el nŭmero complejo queda como: 

Z = 0 + bi o simplemente Z = bi, llamandose a bi nŭmero imaginario puro. 

Si b = 0 entonces el nŭmero complejo resulta Z = a + 0/ o simplemente Z = a, 
siendo a un nŭmero real. 

A continuacion se presentan algunos ejemplos de nŭmeros complejos en forma 
binomica, asociados a los nŭmeros reales y a la unidad imaginaria. 


N 

II 

u> 

+ 

donde 

a = 3 

y Z? = 

Z = - 1 - 2/; 

donde 

a = - 1 

y b = 

Z = — 2 + ij 

donde 

a = -2 

y /> = 

Z= 5-2 /; 

donde 

a = 5 

y Z? = 

Z = - 3/; 

donde 

a = 0 

y b = 

z= 1 ; 

donde 

a = 1 

y Z? = 


2.1.1. EL CONJUGADO DEL NŬMERO COMPLEJO 


Dado el nŭmero complejo Z = a + bi, al nŭmero complejo Z = a - bi, se le llama el 
conjugado de Z. Por ejemplo, sea Z = 3 + 4/, su conjugado es: Z = 3 - 4 i. 


Si Z = -2 - i, 
Si Z = -l, 

Si Z = 2 i, 

Si Z = -2 + /, 


su conjugado es: Z =-2 +/. 
su conjugado es: Z = -1, 
su conjugado es: Z = -2/, 

su conjugado es: Z = -2 -/. 


2.2.2. POTENCIAS DE LA UNIDADIMAGINARIA “i” 


1 1 

Si / = -l,pero -1= (-1) 2 , entonces: / = -1 = (—1) 2 , donde / = / 1 por lo 

1 

que: /' = / = (-1) 2 
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Ahora bien, elevando al cuadrado ambos miembros de la expresion anterior, 
z'(i}( 2 ) se obtiene lo siguiente: z' 2 = - 1 

Si se desean obtener las potencias enteras sucesivas de T, donde i 1 = i, esto 
se realiza de la siguiente manera: 

i 2 = -1, 

/ 3 = (i 2 )(i) = (-1)(0 =-i 

i 4 = a 3 m = (-0(0 =-/ 2 = -(-i)= i 

z 5 = (z' 4 )(l) = (1X0 = i 

En adelante se repiten de cuatro en cuatro en forma periodica o sucesiva. 

z ' 6 = -1 
z' 7 = - z' 

z' 8 = 1 

z' 9 = z' 

z"° = -1 
z' 11 = - z' 
z' 12 = 1 
z' 13 = z' 

z' 14 = -1 
z' 15 = - z' 
z' 16 = 1 
z' 17 = z' 

z" 8 = -1 
z" 9 = - z' 
z' 20 = 1 


A continuacion, se representa en el plano de los nŭmeros complejo los 
valores de las primeras cuatro potencias de la unidad imaginaria “i”, cuya figura 
geometrica es un cfrculo con radio igual a la unidad (1). Donde en la horizontal esta el 
eje de los nŭmeros reales (R), y en la vertical el eje de los nŭmeros imaginarios (/). 
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EJE 



Recordando que: 


II 

<N 

i 6 = 

• 10 
/ 

ll 

ll 

II 

OO 

U) 

II 

• 7 

/ = 

• li 
/ 

__ 15 _ 

v© 

II 

II 

II 

oo 

• 12 
/ 

n 

II 

II 

8 

/ 5 = 

i 9 = 

i n 

II 

II 

II 

CJ 


• • • = -1 
• • • = 1 


Cuando se quiera simplificar la unidad imaginaria elevada a una potencia entera 
positiva cualesquiera, / n , siendo “n” un nŭmero real que produce un residuo r al dividirlo 
entre 4. Para ello se debera de utilizar la siguiente formula: i n = f. 

Por ejemplo, simplificar i 55 . 

Solucion: 

Se divide 55 entre 4, siendo su residuo iguai a 3: 

13 

4155 

15 

3 


Por lo que i 55 = i 3 = - i 
NOTA: 

Cuando “n” es divisible entre 4, el residuo r es igual a 0 y por lo tanto i° = 1 
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2.2. OPERACIONES ARITMETICAS 

En esta parte se indican las cuatro operaciones basicas que se pueden realizar 
con dichos nŭmeros en forma binomica, cuyos resultados correspondientes siempre 
seran en forma binomica. 

2.2.1. SUMA o ADICION 

Sean los siguientes nŭmeros complejos: Zi = a + bi y Z 2 = c + di, estos 
nŭmeros se pueden sumar como si fueran binomios, agrupando terminos semejantes 
resuita lo siguiente: 

Zi + Z 2 = (a + bi) + (c +di) = (a + c) + (b + d)i 

Ejemplo: 

Sean: Zi = 8 + M y Z 2 = 12 + 8/, efectuar su suma. 

Solucion 

Zi + Z 2 = (8 + 40 + (12 +80 = 8 + 4/ +12 + 8i = 8 +12 + 4 i +8/ = 20 + 12/ 

Otro simil, puede ser cuando Zi = - 3 + 2/ y Z 2 = 3 - 8/ y se desea realizar su 
adicion. 

Solucion: 


Zi + Z 2 — (—3 + 20 + (3 —80 - — 3 + 2?" + 3 —8? — —3 + 3 + 2/ — 8/ — 0 — 61 — — 6 i 
2.2.2. RESTA o SUSTRACCION 

De igual manera que para la suma, la resta de los nŭmeros complejos en forma 
binomica se realiza considerandolos como binomios. Si, Z\ = a + bi y Z 2 = c + di, 
realizarZi -Z 2 : 


Zi - Z 2 = (a + bi) - (c +d0 = a + bi-c-di = a-c + bi- d i = 
= (a - c) + (bi - di) = (a - c) + (b - d)i 


Ejemplo: 

SeaZi= 2 + 3/ y Z 2 = 5 +2/, efectuar Zi-Z 2 . 
Solucion: 


Zi - Z 2 = (2 +30 — (5 + 20 = 2 + 3/ — 5 — 2z = 2 — 5 + 3 i -2 i = - 3 + i 
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Ejemplo: 

Si: Zi = 3 + 3/ y Z 2 = 5 +3i, efectuar Z 1 -Z 2 . 

Solucion: 

Zi - Z 2 = (3 +3 i) - (5 + 3i) = 3 + 3/ - 5 - 3i = 3 - 5 + 3i - 3i = - 2 - 0 = - 2 
2.2.3. MULTIPLICACION o PRODUCTO 

La multiplicacion de nŭmeros complejos en forma binomica se puede realizar 
tambien como si fueran binomios. Para ello, si Zi=a + bi y Z 2 = c + di, efectuar Zi Z 2 , 
donde: 

Zi Z 2 = (a + bi) (c + di) = ac + adi + bci + bdii = 

= ac + adi + bci + bdi 2 , pero i 2 = - 1, resulta que 
= ac + adi + bci + bd(-l) = ac + adi + bci + (- bd) = 

= ac + adi + bci - bd = ac - bd + adi + bci = 

= (ac - bd) + (ad + bc)i 

Ejemplo: 

Efectuar el producto de Zi y Z 2 , si: Zi = —2 + 3/ y Z 2 = 4 + i 
Solucion: 

Zi Z 2 = (-2 + 3 i) (4 + i) =(—2)(4) + (-2)(/) + (3/)(4) + (3/)( i) = 

= - 8 - 2i + 12/ + 3/ 2 = - 8 - 2i + 12/ + 3(-l) = 

= - 8 - 3 - 2/ + 12/ = -11+ 10/ 

Ejemplo: 

Zi = 1 + i y Z 2 = 1 - i, realizar Zi Z 2 . 

Solucion: 

Zi Z 2 = (1 + i)(l- 0 = (1)(1) + (1)(- i) + (0(1) + (/)(- 0 = 

= 1 -/ + / + (-/ 2 ) = - 1 - / + / + (- (-1)) = 

= — 1 — i' + i'+l= — 1 + 1 — / + / =0 + 0 i = 0 

2.2.3.4. DIVISION o COCIENTE 

Para poder dividir nŭmeros complejos en forma binomica, por ejemplo: 
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Z ' = a + — siendo a + bi el numerador y c + di el denominador. Para ello es 

Z 2 c + di 

necesario racionalizar el denominador multiplicando el numerador y el denominador de 
la fraccion por el complejo conjugado del denominador, que es Z 2 = c - di 

Por lo que: 

Zj a + bi c-di ac - adi + bci - bcli 2 
Z 2 c + di c — di c 2 — cdi + cdi — cl~i~ 
ac + bd - adi + bci (ac + bd) + (bc - ad )i 

c + d c + d 

Z 

A continuacion se desea obtener el cociente o division - de los siguientes 

Z 2 

nŭmeros complejos en forma binomica, donde: Zi = 1 + 8/ y Z 2 = 2 + i 
Solucion: 

Z, 1 + 8? , , Z. Z, Z 2 

—- = pero recordando que —-= — 

z 2 2 + i z 2 Z 2 jp 


Donde Z 2 = 2 - /; entonces: 

Zj Z, Z 2 1 + 8? 2-? 

Z 2 Z 2 y 2 + i 2-i 
z 2 

_ l(2) + l(-?) + (8?)(2) + (8?)(-?) _ 2-?+ 16?-8? 2 
2(2) + 2(-i) + i(2) + ?•(-?') _ 4- 2? + 2? -? 2 

2 + 8-?+ 16? 10 + 15? 10 15? _ 

= - = - = — + — = 2 + 3/ 

4+1 555 


2.2.5. POTENCIA ENTERA “n” POSITIVA 

Sea Z = a + bi, y se desea elevar a la potencia “3” este nŭmero complejo en 
forma binomica. 
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Solucion: 

El nŭmero complejo original en forma binomica Z = a + bi para que pueda ser 
elevado a la tercera potencia, es necesario primero elevar ambos extremos al cubo. 

Z 5 = (a + bi)\ 

O tambien se considera como un binomio elevado a la potencia entera 3, por lo 

que: 

Z' 1 = (a + bif = (a + bi) (a + bi) (a + bi) = 

= a 3 + 3 a 2 bi + 3 ab 2 f + b 3 i 3 
Pero i 2 = -1 e i 3 = -i, entonces 

Z ? = a ' + 3c/ 2 i?z - 3c/& 2 - b 3 i = ( a 3 - 3ab 2 ) + (3<:z 2 iz —Z? 3 )/ 

Siendo este resultado en forma binomica. 

Ejemplo: 

Si Z = - 2 + 2i, obtener su segunda, tercera y cuarta potencia entera positiva. 
Solucion: 

Z = - 2 + 2i esta elevado a la primera potencia 

a) .- Su segunda potencia es: 

Z 2 = (-2 + 2i) 2 = (-2 + 2i)( -2 + 2i) = 4 - 8i + 4i 2 = 

= 4 - 4 - 8i = - 8i 

b) .- La tercera potencia es: 

Z ĵ = (-2 + 2i) 3 = (-2 + 2i)( -2 + 2i)( -2 + 2i) = 16 + 16i 

c) .- Y su cuarta potencia es: 

Z ĵ = (-2 + 2i) 4 = (-2 + 2i)( -2 + 2i)( -2 + 2i)( -2 + 2i) = - 64 


2.2.5. EJERCICIOS 

1. Sean los siguientes nŭmeros complejos en forma binomica, establecer el 
complejo conjugado correspondiente: 5 + 7i, - 5- 7i, 4i, 3. 
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Solucion: 

Z = 5 + 7/ ; Z = 5 - li 
Z = - 5 - 7 i ; Z = - 5 + 7 i 
Z = 4z' ; Z = - 4/ 

Z= 3 ; Z = 3 

2. Encontrar el producto de 3 + i por su complejo conjugado. 

Solucion: 

Sea Z = 3 + i' su conjugado complejo es Z = 3 - i. Por lo tanto: 

ZZ=(3 + i)(3-i) = 9-3i + 3/ - i 2 = 9 - i 2 = 9 - (- 1) = 10 

3. Simplificar P. 

Solucion: 

Al dividir 29 entre 4 se obtiene el cociente 7 y el residuo 1. Por consiguiente: 

•29 -1 

r* = i =i 

4. Simplificar la siguiente expresion: 

-100 

49 

Solucion: 


-100 _ 100 (- 1 ) _ 100 — _ 10 

49 49 _ 49 7 


5. Sea Z\ = - 5/ 


y Zi = 4 - Sz, efectuar: Zi + Zo, Zi Z 2 , Zi - Z 2 y 



Solucion: 


Z = Zi + Z 2 = (-5 i ) + (4 - 8 i ) = -5i + 4 - Sz = 4 - 5z- Sz = 4 - 13/ 

Z =Z| Z 2 = (- 50(4 - 8 i) = (- 50(4 ) + (- 5z)( - 8 i) = 20z+ 40z 2 = - 40 + 20 z 




/zzg. Francisco Raŭl Ortiz Gonzalez 




APUNTES 


ALGEBRA 
NUMEROS COMPLEJOS 


Z = Zi - Z 2 = (- 50 - (4 - 8 i ) = - 5/ - 4 + 8 i = - 4 - 5i+ 8 i = = - 4 + 3 i 

z _ _ -5i 4 + 8 i _ -20-40 i 2 _ -20 + 40 _ 20 _ l 

~ Z, ” Z, 7 4-8 i 4 + 8 i ~ 16-64/ 2 " 16 + 64 _ 80 _ 4 

6. Efectuar la siguiente expresion: Z = i( 3 - 2i) 2 . 

Solucion: 

Z = i{ 3 - 2i) 2 = i{ 9- 12/ + 4z 2 ) = /(5 - 120 = 5i - 12z 2 = 12 + 5 i 

7. Resolver el producto de: (5 - -9)(-l+ -4) 

Solucion: 

Sea: 


(5- - 9 )(- 1 + -4 ) = (5 - 9 0(- 1 + 40= (5-30(- 1 + 20= 1 + 13/ 

8. Resolver la ecuacion 5Z 2 + 2Z + 1 = 0 
Solucion: 

Sea c/ = 5, b = 2 yc = 1 

Cuya solucion es por medio de la siguiente formula: 

^ — b ± b 2 - Aac —2± 2 2 -4(5)(l) -2± -16 

Zl,2=- = - = -= 

2a 2(5) 10 

- 2 ± 4/ _ -1 ± 2/ _ 12/ 

10 “ 5 “ 5 “ y 


Siendo la primera rafz: Zi 
binomica, y la segunda rafz: 


1 2 / 

= + y ^l 116 es un nŭrne^o complejo en forma 

1 2 / 

Zi = ^ 116 es el conjugado complejo de la 


primera rafz. Donde a = -- es la parte real y bi = — es la parte imaginaria. 
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2.3. EORMA POLAR o TRIGONOMETRICA 

Existe una gran ventaja para el uso de los nŭmeros complejos en forma polar, 
por su sencillez con que pueden efectuarse algunas operaciones, tal como la 
multiplicacion y la division de modulos y sumar o restar argumentos. 

Cualquier nŭmero complejo dado en forma binomica Z = a + bi puede quedar 
representado en el plano cartesiano por medio de un punto P de coordenadas (a, b), 
recordando que P = (x, y); siendo a la primera componente localizada en el eje de las 
abscisas (X) y b la segunda componente localiza en el eje de las ordenas (Y) como se 
indica a continuacion. 


Y 


CUADRANTEII / 

• P=(-a,b) 

\ CUADRANTE1 

• P=<a,b; 


0 


• P=(a,-b) 

• P=(-a,-b) 


CUADRANTEIII \ 

/ CUADRANTEIV 


Y' 


Con esto, se dice que el punto P representa al nŭmero complejo ( a , b) o a + bi. 
Asf, se puede decir que cada punto del plano representa a un nŭmero complejo en 
forma binomica, y que cada nŭmero complejo en forma binomica representa un punto 
en el plano cartesiano o plano normal. 


Ademas, el punto P es susceptible de 
representarse tambien en coordenadas polares, lo 
cual resulta sumamente ŭtil en ciertos tipos de 
problemas de ingenierfa. Para ello es necesario 
establecer un segmento de recta que una desde el 
origen del sistema cartesiano al punto P de 
coordenadas ( a, b), como se indica a continuacion. 
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Seguidamente se proyectan las dos componentes en forma perpendicular a los 
ejes cartesianos de la siguiente manera: 



Observandose que aparecen nuevos parametros: r y 0. Donde r es la magnitud 

del segmento de recta qp Y 0 es el angulo agudo dado en grados que es obtenido por 
las componentes a y b. 

Por lo que el punto P que representa al nŭmero complejo en forma binomica 
Zi = a + bi, tambien se puede representar en otro plano conocido como “Diagrama de 
Argand ’ o “Plano Complejo ”, como se muestra en la siguiente figura . 


IMAGINARID 



En este plano (plano de Argand) se observa que al eje de las abscisas se le 
denomina eje real, al eje de las ordenadas es el eje imaginario y el punto P llamado 
polar cuyas coordenadas son (r, 6). 
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2.3.1. FORMAGENERAL 

Haciendo uso de las coordenadas (a, b) es posible obtener la forma polar de un 
nŭmero complejo de forma binomica. De acuerdo a las primeras dos funciones 
trigonometricas: 

Sen 6 = — y Cos 6 = — 
r r 

Donde: a es el cateto adyacente, b el cateto opuesto y r la hipotenusa, como 
se indica en la siguiente figura. 



Que al despejar ay b resultan las siguientes expresiones: 

a = r Cos 8 ) b = r Sen 8 las que al ser sustituidos en Z = a + bi resulta lo 
siguiente: 

Z = r Cos 8 + r Sen 8i = r (Cos 8 + Sen 8 i) que es la llamada forma trigonometrica 
de un nŭmero complejo, donde r se le conoce como modulo y a 8 como el argumento 
principal, dado en grados, tal que: 0° < 0 < 360° 

Es conveniente expresar al nŭmero complejo en forma polar mediante una 
expresion compacta o sintetizada, la cual remplaza al termino (Cos 8 + Sen 8 i) por 
Cis 8. Con lo que: 

Z = r (Cos 8 + Sen 8 i) = r Cis 8 que es la forma mas usual de representar a un 
nŭmero complejo en forma polar. 


Ejemplo: 

Sea el siguiente nŭmero complejo en forma trigonometrica: 
Z = 5 Cos45° +5 Sen 45°i, pasarlo a la forma polar. 
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Solucion: 

Si Z =5 Cos 45° +5 Sen 45 °i = 5 (Cos 45° + Sen 45°/) 
Pero Cos 45° + Sen 45°/ = Cis 45° 


Entonces Z =5 Cos 45° +5 Sen 45°/ = 5 (Cos 45° + Sen 45°/) = 5 Cis 45° 

Por lo que: Z = 5 Cos 45° +5 Sen 45°i = 5 Cis 45° 

Siendo Z = 5 Cis 45° el resultado buscado. 

2.3.2. FORMA BINOMICA a FORMA POLAR 

Para efectuar el proceso de convertir un nŭmero complejo en forma binomica a 
un nŭmero complejo en forma polar, es necesario emplear la tercera funcion 

b 

trigonometrica de un angulo agudo, que es: Tan 6 = 

a 

b - 

Donde 6 = Tm l (-) y por el Teorema de Pitagoras r= (af +(bf 
a 


Ejemplo: 

Sea el siguiente nŭmero complejo en forma binomica Z = 2 + 4 i, obtener su forma 

polar. 

Solucion: 

La representacion de Z = 2 + 4/ en el plano complejo se muestra a continuacion 


EJE 

IMAGINARIO 


4 

3 




P=(2,4) 


2 — 


1 — 




0 


12 3 


EJE 

REAL 
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La forma general de un nŭmero complejo en forma polar es: Z = r Cis 0. Donde 
los parametros son el modulo r y el argumento 0 dado en grados. Para ello se emplean 
las formulas siguientes: 

Tan 9 = — .(1) 

a 

Y r = (af + (bf .(2) 


Recordando que Z = 2 + 4 i, donde a = 2 y b = 4, sustituyendo los valores de a y b 
en las ecuaciones (1) y (2) 


Tan 0 = 


4 

2 


= 2 que al despejar 6, resulta que 


G = Tan^(^) = Tan^(2) = 63.43° y r= (2) 2 + (4) 2 = 4 + 16= 20*4.47 

Por lo tanto Z = 2 + 4/ en forma binomica es equivalente a Z = 20 Cis 63.43° 

en forma polar. 

El cual queda representado graficamente en el plano de Argand como se indica a 
continuacion. 


EJE 

IMAGINARIO 



Donde el punto (2, 4) en forma binomica es equivalente a P =( 20,63.43°) en 
coordenadas polares. 
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Ejemplo: 

Dado el nŭmero complejo en forma binomica Z 
representandolo en el plano de Argand. 

Solucion: 

Si Z = - 3 (forma binomica), entonces a = - 3 y 
b = 0, cuya localizacion en el plano cartesiano es por 
medio del punto (- 3,0), como se indica a continuacion: 

En el plano de Argand se representa la figura, 

donde: 

r = (—3) 2 + (0) 2 = 9 + 0 = 9=3 

y 0 = Tan 1 (-*^-) = 180° 

-3 

Siendo r y 0 los parametros del punto P = (r, 0) de la forma polar, por lo que: 
P = (3,180°), y Z = 3 Cis 180° en forma polar. 

r= 

EJE 

IMAGINARIO 




Ejemplo: 

Dado el siguiente nŭmero complejo en forma binomica Z = - 2 - 2 i, obtener su 
forma polar y representarlo en el plano de Argand. 
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Solucion: 

Si Z = 2-2 i en forma binomica, donde: a = 2 y b = - 2, lo que representa al 
punto P = (2, -2), cuya localizacion esta en el cuarto cuadrante del plano cartesiano. 



Ahora r y 0 son los nuevos parametros para la forma polar o trigonometrica en el 
plano de Argand, donde: 

r = (2) 2 +(-2) 2 = 4 + 4== 8= 4(2) = = 4 2 = =2 2 

- 2 — 
y 0 = Tan~‘( —) = 315 ° cuya forma general en forma polar es: Z=2 2 Cis315° de 

coordenadas polares P = (2 2, 315°) 



Ing. Francisco Raŭl Ortiz Gonzalez 




APUNTES 


ALGEBRA 
NUMEROS COMPLEJOS 


Ejemplo: 

Sea el siguiente nŭmero complejo en forma binomica Z = -1 - i, obtener su forma 

polar. 

Solucion: 

Si Z = -1 - i, donde a = -1 y b = -1, el punto cartesiano sera: P = (-1, - 1), el cual 
se iocaliza en el tercer cuadrante, como se indica en la figura siguiente, asf como en el 
sistema complejo. 

EJE 



Que para pasarlo a la forma polar es necesario obtener los siguientes valores: 

r = (-l) 2 +(-l) 2 = 1 + 1= 2 y 0 = Tan 1 (-^) = 225° 

Cuya forma polar es la siguiente: Z = 2 Cis 225°. El cual se representa a 
continuacion en el plano de Argand o plano complejo. 


EJE 

IMAGINARIO 
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2.3.3 OPERACIONES ALGEBRAICAS 

A continuacion se presentan ias diferentes operaciones que se pueden realizar 
con los nŭmeros complejos en forma polar. 

2.3.3.I. MULTIPLICACION o PRODUCTO 

Sean dos nŭmeros complejos en forma polar o trigonometrica cualesquiera 
Zi = r\Cis 6 1 y Z 2 = riCisO. EfectuarZiZ 2 : 

Zi Z 2 = (ri Cis 61 ) (ri Cis 62 ) = (ri(Cos 61 + Sen 6 \ i)) (rofCos 62 + Sen 62 i)) = 

= ri ri (Cos 6 \ Cos 62 + Cos 6 \ Sen 6 ii + Sen 6 \ Cos # 2 z + Sen 6 \ Sen 6 r) 

Factorizando i 2 = - 1, se tiene 


Zi Z 2 = nr 2 ((Cos 6 \ Cos 62 - Sen 6 \ Sen 62 ) + (Sen 6 \ Cos 62 + Cos 6 \ Sen 62 ) i) 

por trigonometrfa: 

Cos 6 \ Cos 62 - Sen 6 \ Sen 62 = Cos ( 6 \ + 62 ) 

y 

Sen 6 1 Cos 62 + Cos 6 1 Sen 62 = Sen (#1 + 62 ) por lo que: 

Z 1 Z 2 = ri r 2 (Cos (<9i + 62 ) + Sen (#1 + 62 ) i) lo cual se puede simplificar utilizando el 
concepto de Z = r (Cos 6 + Sen 6 i) = r Czs Entonces: 

ZiZ 2 = rir 2 Cis( 6 \ + 62 ) que es la formula para multiplicar dos nŭmeros complejos 
en forma polar. 

Ahora bien, si se tienen “n” nŭmeros complejos en forma polar, la formula para 
poder multiplicar a todos ellos es la siguiente: 

Zi Z 2 * • • Z„ = n r 2 * • • Cis ( 9 \ + 62 • • • + #n) 


Ejemplo: 

Sean Zi = 5 Cis 55°, Z 2 = Cis 195°, Z 3 = 2 Cz^ 320 0 y Z 4 = 3 Cz.s’ 245°, efectuar el 
producto de: Zi Z 2 Z 3 Z 4 . 

Solucion: 

Si Z=ZiZ 2 Z 3 Z 4 al sustituir los valores resulta que: 


Z= (5 Cis 35 °)(Cis 195 °)(2 Cz.s 320°)(3 Cis 245°) 
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Que al aplicar la formula correspondiente, queda de la siguiente manera: 

Z = (5)(1)(2)(3) Cis (35° + 195° + 320° + 245 °) = 30 Cis 620° = 30 Cis 260° 

Siendo este el resultado 

Nota: 620° es igual a una vuelta o una revolucion mas 260°. 

23.3.2. DIVISION o COCIENTE 


Una ventaja dei manejo de los nŭmeros complejos en su forma polar, es la 
sencillez con que se pueden efectuar algunas operaciones aritmeticas como es la 
multiplicacion y la division, todo esto se reduce a multiplicar modulos y sumar 
argumentos como se acaba de ver en el inciso anterior; y, a dividir modulos y restar 
argumentos en la obtencion de cocientes. 


Para ello, sean Z\ = n Cis 6\ 


y 


Zi = n Cis 0i, efectuar —. Donde n Cis 6\ es 

Z 2 


ei numerador y n Cis 0i es el denominador. 


Si — = 11 Cis esta operacion no se puede descomponer a consecuencia del 

Z 2 r^Cisĉf, 

denominador que esta en forma polar. 

Para ello es necesario recurrir al inverso multiplicativo del denominador Zi. 


z: 1 = — 1 -= 1 Cisi-di) 

r 2 Cis# 2 r 2 

Por lo que 

—- = Zi — = Zi Z, 1 = ri Cis 6\ —-- = 

Z 2 Z 2 r 2 Cis# 2 

= ri Cis 0\ —Cis (- 0i) = — Cis (0\ - 0i) 

r 2 r i 

/ r Cis 0 v 

Esto indica que:— 1 - = 1 -— = — Cis (0\ - 0i) es la formula para dividir dos 

Z 2 r 2 Cis# 2 r 2 

nŭmeros complejos en forma polar. 

Ejemplo: 


Sean Zi 


5 Cis 125 ° y Z 2 = 10 Cis 325°. Efectuar 


Z 2 ' 
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Solucion: 


r /~i • -t r\ ^ O ^ 1 1 

Z = —= = Cis (125°-325°) = - Cis (-200°) = - Cis 160° 

Z 2 lOCis 325° 10 5 5 

2.33.3. ELINVERSO MULTIPLICATIVO 

El elemento identico para la multiplicacion de nŭmeros complejos en forma 
binomica es Z u = 1 +0/, expresado en forma polar es Z u = 1 Cis 0°, ya que: 


r = (l) 2 +(0) 2 = 1 + 0 = 1 = 1 y G^Tair 1 ^)^ 0 , por lo que Z u = 1 Cis (f. 

Ei cual es representado graficamente en el siguiente plano de Argand. 


eje 

IMAGINARIO 



/ 

2 

x i 




1 




-1 


3=0° 
r=i . 

p=a. 

i 

0°) 

2 



0 Z=Q 

C is0° 



-1 

\ 

/-i 




EJE 

REAL 


Ahora bien, si se tiene el nŭmero complejo en forma polar Z= r Cis 0, su inverso 
muitiplicativo es un nŭmero complejo de la forma: Z 1 = p Cis 0, tal que: 

ZZ 1 = 1 Cis 0 ° que al ser sustituidos los valores conocidos, resulta: 

(r Cis 0){p Cis 0) = 1 Cis 0° 

Efectuando la multiplicacion del extremo izquierdo, se tiene lo siguiente: 

rp Cis (0 + 0)= 1 Cis 0°, que por igualdad de nŭmeros complejos en forma polar, 
resulta lo siguiente: 

rp= 1 y 0 + 0= 0° + k (360°) 

Despejando p y 0, y considerando solo el argumento principal, se tiene: 
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p= * y 0 = - 0, 

r 

Entonces el inverso multiplicativo de Z = rCisO es: Z 1 = - Cis (- 0) 

r 

Por otra parte, como Z Z 1 = 1 Cis 0°, al despejar Z se observa lo siguiente: 


Z 1 


lCisO 0 

Z 


. Si 1 Cis 0° = 1 y Z = r Cis 6 , entonces: 


Z 1 = 


1 _ 1 
Z r Cis 0 


- Cis (- 0) 
r 


Siendo otra manera para obtener el inverso multiplicativo de Z = r Cis 0. 

2.33.4. POTENCIA ENESIMA DE Z 

Sea el siguiente nŭmero complejo en forma polar Z = r Cis 6 , si se elevan ambos 
extremos a la potencia entera positiva “n”, como se indica a continuacion. 


Z 1 = (r Cis 0) n = (r Cis 0)(r Cis 0)(r Cis 0) • • • • (r Cis 0) 


Donde: (r Cis 0)(r Cis 0)(r Cis 0) • • • • (r Cis 0) es igual a “n” factores. 
Aplicando la formula para la multipiicacion, resulta que: 

Z 1 = (r Cis 0) n = rrr****r Cis (0+0 + 0 + **** + 0) 

Siendo: rrr««**r, nfactores, y (0 + 0 + 0+•••• +0), nsumandos. 
Por tanto 

Z 1 = (r Cis 0) n = r" Cis (n 0) es la formula de De Moivre. 

Ejempio: 


Sea Z = 5 Cis 90°, obtener su cuarta potencia. 
Solucion: 


Si n = 4 y Z= 5 Cis 90°, y aplicando la formuia de De Moivre: 


23 
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Z" = (r Cis 6) n = r n Cis (n 6), resulta lo siguiente: 

Z 4 = ( 5 ) 4 Cis (90°) 4 = (5) (I/2 )(4) Cis (4(90°)) = 25 Cis 360° 

Lo cual se puede representar graficamente por medio del plano de Argand. 


EJE 

IMAGINARIO 
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EJE 
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23.3.5. RAICES DE NUMEROS COMPLEJOS 

Para obtener una expresion que permita calcular las rafces de cualquier nŭmero 
complejo en forma polar, es necesario considerar las siguientes expresiones 
matematicas: 

Z = r Cis 6 que es cualquier nŭmero complejo en forma polar 

y 

w = p Cis 0 que es la rafz enesima de Z= r Cis 0, considerando que: 

® n = Z, donde “n” es un nŭmero entero no positivo. 

Al sustituir los valores de ® y Zse observa lo siguiente: 

(p Cis 0) n = r Cis 6 , aplicando la formula de De Moivre se tiene: 

p n Cis n0 = r Cis 0, que por igualdad de nŭmeros complejos en forma polar, 
resulta: 


p n = r y n 0 = 0 + k (360°) para k = 0, 1, 2, • • • •jn-l) 


1 

Despejando p y 0 se tiene: p = (r) n = " r y 0 = 
sustituidos en la expresion w = p Cis 0 se obtiene lo siguiente: 


9 + fc(360°) 
n 


que al ser 
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„ 9+fc(360°) 

0 = r Cis -, con k = 0, 1, 2, • • • •, (n-1) 

n 

Siendo esta la formula para obtener “n” rafces reales positivas en forma polar. 
Donde " Z es la representacion de un nŭmero real no negativo cuya enesima potencia 
es igual a r. A la vez que ro n = Z, de donde w = " Z = " rCisO . 

Ejemplo: 

Hallar las cuatro rafces del nŭmero complejo en forma polar Z = 4 Cis 60°. 
Representandolas en el plano de Argand. 

Solucion: 

Para ello se utiliza la formula: 

n r-- 0 + k(56Q°) 

®= r Cis -, con k = 0, 1, 2, • • • •, (n-l) 

n 

Donde r = 4; <9 = 60°; y, n = 4, que seran sustituidos en la expresion matematica. 
Para k = 0 


00 


, - 60 + (0)(360 ) = ĵ 


60° + 0 ° 


4 4 

2 15° (es la primera rafz) 


2 Cis 


60 


si fc= 1 


4 60 + (1)(360°) 60° +360° ^.420° 

01 = 4 Cis - = 2 Cis -= 2 Cis - 

4 44 

= 2 Czs 705° (es la segunda rafz) 


si k = 2 


4 60 + (2)(360°) -^. 60°+720° 

02 = +4 C is - = \ 2 Cis - 

4 4 

= 2 Cis 195° (es la tercera raiz) 


= 2 Cz.s’ 


780° 


Y si k = 3 


/zzg. Francisco Raŭl Ortiz Gonzalez 




APUNTES 


ALGEBRA 
NUMEROS COMPLEJOS 


4 60+ (3 (360° - . 60°+1080° - . 1140° 

03 = 4 Cis -—-- = \ 2 Cis - = /2 Cis -= 

4 44 

= 2 Cis 285° (es la cuarta raiz). 

Seguidamente se presentan estos nŭmeros complejos en forma polar en los 
correspondientes planos de Argand. 


EJE 

IMAGINARIO 



2.3.4. EJERCICIOS 

1. Sean los siguientes nŭmeros complejos en forma binomica, convertirlos a forma 
polar. 

Zi = 3 - 6i; Zi = - 4 - /; Z3 = 2 + /; y, Z4 = - 2 + i 
Solucion: 

La forma binomica se expresa de la siguiente manera: 

Z = a + bi; donde a j b son nŭmeros reales. La forma trigonometrica 0 polar es: 

Z = r (Cos 6+ Sen 6 i) = r Cis 6, donde: r = (cif +{bf j 9 = Tan _1 ( —) 

a 

a) Por lo que para Zi =3 — 6/; donde:a = 3 j b = - 6. Entonces resulta lo 
siguiente: 

r = (3) 2 +(-6) 2 = 9 + 36 = 45 « 6.708 
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y 9 = Tan -1 ( - ) = 296.5651° « 296° 33’ 54” 

3 

Siendo la forma polar: 

Z 1 = 45 (Cos 296.57° + Sen 296.57° i) = 45 Cis 296.57° 

b) Para Z 2 =-4-i; donde a = -4 y b = - 1. 

Por lo que: 

r = (- 4 ) 2 + (-1 ) 2 = 16 + 1 = 17 « 4.12 

y 0 = Tan"'( —) = 194.04° 

-4 

Por lo que Z 2 = 17 (Cos 194.04° + Sen 194.04° i) = 17 Cis 194.04° 

c) Para Z 3 = 2 + i, donde a = 2 y b = 1. Donde: 

r = (2) 2 +(l) 2 = 4+1= 5 « 2.23 y 0 = Tan~*(^) =26.57° 

Por lo que: Z 3 = 5 (Cos 26.57° + Sen 26.57°/) = 5 Cis 26.57° 

d) Si Z 4 = -2 + /, donde a = -2 y b= 6. Entonces: 

r= (_2 ) 2 +( 6) 2 = 4 + 36 = 40 = 2 lo « 6.32 

y <9 = Tan 1 (-^ )= 108.43°, por lo que: 

Z 3 =2 TO (Cos 108.43° + Sen 108.43° i) = 2 10 Cis 108.43° 

2. Sean los siguientes nŭmeros complejos en forma polar, representarlos en forma 
binomica: 

Zi = 4 Cis 135°, Z 2 = 2 5 Cis 260°, Z 3 = Cis 85°, y Z 4 = 3 Cis 295°. 

Solucion: 

a) Si Zi = 4 Cis 135°, que es de la forma Z=r Cis 0, donde r = 4 y 6= 135°. 
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La forma binomica es Z = a + bi, donde: a = r Cos 6 y b = r Sen 6, 
entonces: 

a = 4 Cos 135°= 4(- 0.7071) = - 2.8284 
y b = 4 Sen 135° = 4(0.7071) = 2.8284, por io que 

Zi = — 2.8284 + 2.8284/ que es la forma binomica del nŭmero complejo y 
cuya forma polar es: Zi = 4 Cis 135°. 

b) SeaZ 2 = 2 5 Cis 260°, donder = 2 5 y 6= 260°. Por lo que: 

a = 2 5 Cos 260° = 2 5 (-0.1736) = - 0.7764 
y b = 2 5 Sen 260° = 2 5 (- 0.9848) = - 4.4042, por lo que: 

Z 2 = - 0.7764 - 4.4042/ forma binomica de Z 2 = 2 5 Cis 260° forma polar. 

c) Si Z 3 = Cis 85°, donde r = 1 y 0 = 85°, entonces: 

a = 1 Cos 85° = 1(0.0872) = 0.0872 
y b = 1 Sen 85° = 1(0.9962) = 0.9962 

Por lo tanto: Z 3 = 0.0872 + 0.9962/ que es la forma binomica de Z 3 = Cis 
85°, en forma polar. 

d) Si Z 4 = 3 Cis 295°, donde r = 3 y 6 = 295°, entonces: 

a = 3 Cos 295° = 3(0.4226) = 1.2678 
y b = 3 Cos 295° = 3(- 0.9063) = - 2.7189, por lo que 

Z 4 = 1.2678 - 2.7189/ que es la forma binomica del nŭmero complejo de la 
forma polar Z 4 = 3 Cis 295°. 

3. Sean Z, = 2 Cis 35°, Z 2 = 3 Cis 20°, y Z 3 =4 Cis 135°, resolver: 

z 

.3 

Solucion: 

Si Z - Z|Zz - (^^35° \3Cis20 °) _ (2)(3)C/^35 0 + 20°) _ 

Z 3 4C/.sl 35° _ 4C/sl35° 

6Cis55° _ 6Cis(55° -135°) _ 6C/s(-80°) _ 

4Cisl35° " 4 4 
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4. 


_ 60*280° _ 6 
4 ~ 4 

Si Zi = Cis 180°, 


Cis280° = 3 0*280° 

2 

Z 2 = 3 Os 120°, y Z 3 = 4 03 1,250°, resolver: 


7 7 
( 2)1 


Solucion: 

Si Zi Z 2 = (03 7SO°)(3 03 720°) = (1)(3) 03 (7S0° + 720°) = 3 03 330° 
y Z 3 = 4 03 1,250°= 4 03 (3 revoluciones mas 170°) = 4 03 770° 

Entonces: (Z 3 ) 2 = (4 03 770°) 2 = (4) 2 03 (770° + 770°) = 16 03 340° 

De donde: 



v _ Z,Z, _ 303330° _ 303(330°-340°) _3O3(-10°) _ 303350° 3 

" (z 3 ) 2 ~ 1603340° ~ 16 ~ 16 ~ ^6 ~ 16 

5. Sean Zi = 5 03 90°, Z 2 = 3 +3 3 i, Z 3 = 2 03 <50°, y Z 4 = - 2, resolver la 

siguiente expresion, elevandola a la cuarta potencia. 


Solucion: 

Para resolver esta expresion es necesario ir efectuando operacion por operacion. 

1 Q Realizar Z 3 + Z 2 , donde: Z 3 = 2 03 (50° y Z 2 = 3 +3 3 i, por lo que Z 3 hay que 
pasarlo a la forma binomica. 

a = 2 Cos 60° = 2(0.5000) = 1 

b = 2 Sen 60° = 2(0.8660) = 1.7321 = 3 

Donde Z 3 = 1 + 3 i la forma binomica de Z 3 = 2 03 60°. 

Ahora si: Z 3 + Z 2 = (1 + 3 i) + (3 +3 3 i) = 4 + 4 3 i 


Ing. Francisco Raŭl Ortiz Gonzalez 




APUNTES 


ALGEBRA 
NUMEROS COMPLEJOS 


2° Efectuar 


Z, + Z 2 

—-- donde Z 4 


= - 2, por lo tanto 


=+ t ±+ = A + ++ = _ 2 _ 2 j ,- 

Z, -2 -2 -2 


Z +Z 

3 Q Sustituir los valores conocidos en —-- Z, donde: Zi = 5 Cis 90°, pero no 

Z 4 J 

se conoce al conjugado de Zi por lo que es necesario obtenerlo. Para ello hay que 
realizar lo siguiente: 


R = 5 y@ = 90 9 , porlogue: 


a = 5 Cos 90° = 5 (0) = 0 y b= 5 Sen 90° = 5(1)= 5 


Entonces 


Zi = 5 / por lo que su conjugado es: Zj = - 5 i, donde 


Z +Z 

—-- y Zj es necesario pasarlos a la forma polar por facilidad para la 

^4 J 

resolucion. Por lo que: 


z, + z 2 —. 

-- =-2-2 3/ 


Siendo que r = (-2) 2 +(-2 3) 2 = 4 + 12 = 16 =4 
Y 0 = Tan 1 ) =240°, por lo que: 


Z, + Z, 

3 - 2 = 4 C/s 240° 


Ademas si Z x = - 5 i su forma polar es: a = 0 y b = - 5 


Por lo que: r= (0) 2 +(- 5) 2 = 0 + 5 = 5 y 9 = Tan _1 (-^-) =270° 
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Por lo tanto Z, = 5 Cis 270° 

Con esta informacion: 

Z, = (4Cis 240°)( 5 Cis 270°) = 

= (4)( 5 ) Cis(240° + 270°) = 4 5 Cis510° = 4 5Cisl50° 

Pero como se esta pidiendo que el resultado este a la cuarta potencia, entonces: 

Z 4 = = (4 5 Cis 150°) 4 que al aplicar la formula de De Moivre, resulta: 

Z 4 = (4 5 ) 4 Cis 4 (150°) = 6,400 Cis 240° en forma polar, y 

Z 4 = -3,200-5,542.563/ en forma binomica. 

1 

6. Resolver la siguiente expresion: (2 + 2 3/) 4 
Solucion: 

1 

Si Z = (2 + 2 3 /) 4 , entonces hay que obtener las cuatro rafces de Z = (2 + 2 3 /) 
en forma polar. 

Por lo que a = 2 y b = 2 3de donde se obtienen r y 6, por lo que: 

r = (2) 2 + (2 3) 2 = 4 + 12 = 16=4 

2 3 

y 9 = Tan 1 ) = 60°, por lo tanto Z = 4 Cis 60° en forma polar. 

Aplicando laformula: 

„ - 9 + £(360°) , , 1N 

0 = r Cis -, con k = 0, 1, 2, • • • •, (n-l) 

n 

Para obtener las rafces en forma polar, se obtiene lo siguiente: 

La primera rafz es cuando k = 0 


Z3 +Z 2 
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4 60° + (0)(360°) 2 T 60° , co 

Mo= 4 Cis -—- = 2 Cis-= 2 Cis 75 


La segunda es cuando k = 1 

4 4 rr uu ' r 7 2 o 

0 i = 4Cis - = ZCis 


. 60° + (1)(360°) 2 60°+360° 


490 ° 

= 2 Cis = 2 Cis 705° 


La tercera raiz es cuando k = 2 


= 4 ^ c . s «0° + (2X360°) = , 2Cis 60 ” +72 ° ,Ĵ 
4 4 

= 2cis — = ^2 Cis 195° 

4 


Y la cuarta raiz es cuando k = 3 


0,3= ‘ 4 Cis 60+(3)(360») =2: 2 Cis 60" + 1.080 
4 


o i jo OA ° 
4 


— 11 + 0 ° — 

2 Cis ’ = 2 Cis 285° 


7. Hallar todas las raices de 5 ■. -32 , representandolas graficamente. 
Solucion: 


Si Z = 5 -32, entonces se trata de obtener las cinco raices del nŭmero 
complejo en forma binomica de Z = - 32 ya que a = - 32 y b = 0. 


Donde r = (-32) 2 +(0) 2 = 1024 + 0= 1024 = 32 
y 0 = TarC 1 (—^) = 180°; siendo Z = 32 Cis 180° su forma polar. 

Siendo Z= 5 .-32 « 5 3203380° que al aplicar la formula: 

„ - . e + k{ 360°) , n 1 * 

0 = r Cis -, con k = 0, 1, 2, • • • •, (n-1) 

n 

Se obtienen las cinco rafces buscadas, como a continuacion se indican. 


32 
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Primera rafz cuando k = 0 


5 /^V,. 180 +(0)(360 ) 180 +0 0 180° 0 5/CO 

0o = 32 Cis - = 2 Cis - = 2 Cis -= 2 Cis 36 

5 5 5 


Segunda raiz cuando £=1 

5 — 180° +(1)(360°) or ,. 180°+360° 0 540° 0 inQO 

Mi = 32 Cis - = 2 Cis - = 2 Cis -= 2 Cis 108 

5 5 5 

Tercera raiz cuando k= 2 


5 — 180° +(2)(360 u ) 180°+720° 0 900° „ 

002 = 32 Cis -— -- = 2 Cis - = 2 Cis -= 2 Cis 180° 

5 


Cuarta raiz cuando k = 3 


180° +(3)(360°) 
5 ’ 


180° +1080° 
5 


5 r^- lou ) iou tiuou 

03 = 32 Cis - = 2 Cis -= 2 Cis -= 2 Cis 252 


1,260° 

5 


Y la guinta raiz cuando k = 4 


180° +(4)(360°) 
5 


180° +1,440° 
5 ’ 


5 iou t^^juu ; iou ti,ttu i,uz,u 

04 = 32 Cis - = 2 Cis - = 2 Cis -= 2 Cis 324 


1,620° 

5 


A continuacion se presenta Z = - 32 y la obtencion de sus cinco raices en forma 
polar. 


EJE 
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2.4. EORMA EXPONENCIAL o DE EULER 

E! matematico suizo Leonardo Euler en el siglo XVIII desarrollo la formula 
matematica: 


A la vez que establecio la siguiente expresion: 

e 9 ' = Cos 6 + Sen 0 i 

Con la finalidad de representar al nŭmero complejo en forma polar Z = r Cis 6 , 
como: Z = re 9i , que es la formula de Euler la cual representa a los nŭmeros complejos 
en forma exponencial. Donde, r sigue siendo el modulo del nŭmero complejo en forma 
polar, y 6 el argumento el cual esta dado ahora en radianes: 0 < 6 <271. 


2.4.1. OPERACIONES ALGEBRAICAS 

Las operaciones algebraicas que se realizan en los nŭmeros complejos en forma 
de Euler o exponencial, tienen expresiones analogas a las operaciones de los nŭmeros 
complejos en forma polar. 


2.4.1.1. MULTIPLICACION o PRODUCTO 

Sean dos nŭmeros complejos cualesquiera en forma de Euler o exponencial 

(). I Or^ l 

Z x = r x e 1 y Z, = r 2 e z , efectuarel producto de Zi Zi. 

( 0, i \ / i \ (8,+0~)i 

Por lo tanto Zi Zi = \r x e 1 J\r 2 e z I = r x r 2 e 7 recordando que 6 esta en 
radianes. 

Ejemplo: 


Realizar la multiplicacion de Zi y Z 2 , si Zi=4e 4 y Z 2 = 2e 
Solucion: 

Z 1 Z 2 = (4 e 4 )(2e*^) = (4)(2) e ^ 4 + 2 ^'=8e^' 


2 LCl 
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2.4.1.2. DIVISION o COCIENTE 


<9, i 9 0 i Z, 

Si Zi= 1 y Z 2 =pe z efectuar la division de — 1 - 

2 Z, 


r \ A e \ d 2) 1 


9, i 

7 r e 1 r 

Por lo que — = ——=-= = — e 

^2 r 2 e 2 r 2 

Ejemplo: 


- 777 2/r i z, 

Sean Zi=6e 2 y Z 2 = 3 e , realizar — 

z. 


Solucion: 


2 A I 3 


3ĉ 


-= = — g 

3 


. 2/^'' 


= 2e 


2.4J.5. POTENCIA ENESIMA DE Z 


La potencia enesima de Z, que es representada por Z n . esta definida por 
Z" = ZZZ • • • Z; donde ZZZ • • • Z son n factores. 

6 i 

Si Z= re se eleva a la potencia n, esta expresion queda representada por: 


7 „ / 9 i V n ' 

z = [re ) =r e 

complejo en forma de Euler. 


Z" = \re 9l ) =r" e nd ' que es la formula para obtener potencias de un nŭmero 


Ejemplo: 

Encontrar la tercera potencia de Z= 2e 


Solucion: 


Si Z= 2e 4 y n = 3, entonces 


Z 3 = 2e 


-7ri ) , 3 ^pri ‘ZLm 

4 =(2) e u> =8e 4 
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2.41.4. RAICES DE NUMEROS COMPLEJOS 

0 i 

Si se desea obtener las raices de re es necesario recurrir a la siguiente 
formula, donde n es el nŭmero de rafces a obtener. 

I -- 0 + k(2x)i 

(O k =^re =Z[re n para k = 0,1,2,3, 


Ejemplo: 

1 

Obtener las rafces cŭbicas de 8 e 2 
Solucion: 


-71 i 


Si Z = 8e 2 y se desean obtener sus tres rafces cŭbicas, para ello se emplea 

6 + k(27r)i 


laformula: co, = llr e°' =^r e 


para k = 0,1,2,3,1. donde n = 3 


La primera rafz cuando k = 0, es 

[2 +(o)(2) ] g/ [2 +0 ]^ f ki 

co 0 = 3 V8e 3 = 3 VŜe 3 = 2e 3 = 2e 6 


La segunda rafz cuando k= 1, es 

[^ + (l)(2 )]*i [l + 2 )xi \ni 5 

(o x =\l 8e 3 = 3 = 2e 3 = 2e 2 


Y la tercera rafz cuando k = 2, es 

(2 t4 H s<r ,. 

ŭ) 2 =\JŜe 3 = \IŜe 3 =2e 3 = le 6 *' 


Graficamente Z = 


8 e 2 se representa de la siguiente manera. 
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-|l(Rads) 


Y la solucion de sus tres raices queda de la siguiente manera: 



2.4.1.5. EJERCICIOS 

1. Sean los siguientes nŭmeros complejos en forma binomica, convertirlos a forma 
de Euler: 

Z = 3 - 4i; Z = 5; Z = - 1 + i; Z = 2 i 5 ; y, Z = 3 + 6i 
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Solucion: 


a) Si Z = 2 - 4i que es de la forma binomica Z = a + bi, la forma de Euler es 
Z = r Cis 6 , por lo que es necesario obtener el modulo r y el argumento 
principal 6 dado en radianes. Para ello es necesario obtener la forma 
polar Z = r Cis 6, donde el angulo 0 esta dado en grados. Por lo que: 

a = 3 y b = - 4i son los nŭmeros reales, y, r y 0 son los parametros de un 
nŭmero complejo de la forma polar. Donde: 


r = (3) 2 + (- 4) 2 = 9 +16 = 25 = 5 que es el modulo 


y 9 = tan 1 


f-4') 

v 3 y 


306.86° 


306° 52’ 12” es el argumento o angulo de 


inclinacion, siendo su forma polar la siguiente: Z = 5 Cis 306.86° 


Ahora de la forma polar se puede para a la forma de Euler, es decir que r 
conserva el mismo valor pero 6 su angulo debe estar en radianes. Por lo 
tanto: 


Si 0= 306.86° en forma polar, entonces 0 = 1.7044^ (radianes). 
Siendo la forma de Euler de la siguiente manera: 

1.7044 7T i {radianes^ 

Z-j — 3 ĉ 


b) 


Por lo tanto: 

Z = 3 - 4i en forma binomica, y su representacion en forma polar es 

Z = 5 Cis 306.86° 


Si Z = 5, donde a = 5 y b = 0, entonces: 


r= (5) 5 +(0) 2 = 25 + 0 = 25 = 5 


y 6 = tan 1 




0 ° 


La forma binomica es Z = 5 ; La forma polar es Z = 5 Cis 0°, y, la forma de 
Euler es: Z= 5, ya 0 - (0 )nradianes =0radianes y e =e ^ =e° = 1 
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C) 


Sea Z = - 1 + i (en forma binomica) su forma polar es la siguiente: 
a = - 1 y b = 1, entonces r = (-l) 2 +(l) 2 = 1 + 1 = 2 

r i) 

y 6 = tan -1 ~ T = 135° 

7 V--U 

Porloque:Z= 2Cisl35° 

' n i ( radianes ) 

Y la forma de Euler es: Z = V2^ 4 


d) La forma deZ=2z 5 , no es binomica, pero si i 5 = i, entonces Z=i que es 
la forma binomica, ya que: a = 0y b = I 

Para obtener la forma polar es necesario realizar lo siguiente: 


r = (0) 2 + (l) 2 = 0 + 1 = 1=1 

rn 

y 9 = tarr 1 I q J ~ 90° 


Por lo tanto Z = 1 Cis 90° = Cis 90° 

Y para la forma de Euler es Z = le 2 -e 2 

e) Sea Z= 3 + 6i un nŭmero complejo en forma binomica, donde: 
a = 3 y b = 6. Su forma polar es: 

r = (3) 2 +(6) 2 = 9 + 36= 45 = 3 5 

r 6^1 

y 9 = tan- 1 Y = 63.4349° » 63° 26’ 06” 


Por io que: Z = 3 5 Cis 63° 26’ 06” 

Siendo su forma de Euler: Z = 3^5 e 0 - 3524;ri 

| 3/ 

2. Resoiver Z 3 = Se 
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Solucion: 

2 

Z 3 = 8«?^ que al despejar el exponente de la incognita resulta: 

Z = l$e 3l )' = \/(8e 3 ') 3 = V 512e 27z 

Entonces: Z = (512e 27 *) 2 por lo que hay que obtener sus dos raices. Pero 
27 i ( radianes)= 8.5943 7ii{raclianes) 


Por lo que la primera raiz para cuando k = 0 es: 



22.6274 e 


4.2972 xi 


Y para la segunda raiz cuando k = 1 es: 



22.6274 e 


5.2972 ni 


3. Se conocen los valores de los siguientes nŭmeros complejos: 

\ni 

Zi = - 2 + 2 i, Z 2 = 5 Cis 130°, y Z 3 = 2e 4 . Resolver la siguiente expresion: 

Z 2 3 

Z 4 

Solucion: 

La incognita de esta expresion es Z, por lo que es necesario despejarla. 

3 y y 

Z 4 = Z 3 Z 1 

Para la resolucion de este ejercicio es necesario realizar el siguiente 
procedimiento: 

1 Q . ResolverZj Zi en forma polar. 
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Si z 3 = 2 e 4 y Zi - -2 +2i, entonces: 

Z 3 = 2 Cis 135° y Zi =2 2 Cis 225°, por lo que: 

Z 3 Zi = (2 Cis 135°)(2 2 Cis 225°) = 42 Cw 360° 

2°. Efectuar: 

Z Z 

—— 1 ya que Z 3 = 5 Czs 130° por lo que: 

Z, 


Z 3 Z, 4 2 Cis 360 
Z, 5 Cis 130° 


Cis (360° - 130°) 


Cis 230° 


3 Q . De Z 4 despejar el exponente - para que quede la expresion algebraica de la 


Z Z ) 

siguiente forma: Z 3 = 3 1 porloque: 

. Z- 


Z = - Cis 230 que por Moivre resulta: 

v 5 


4 2 V 


Z 3 = - Cis [(4X230 O )l = -- Cis 920° = 1,6384 Cis 200 C 

5 625 


4 Q . Obtener las tres rafces de Z 4 , aplicando la formula: 


0 + fc(360 ) 

0 /t= r Cis -, con k = 0, 1, 2, • • • •, (n-\) 


Donde: n = 3 y 0 = 200" 
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Por lo que la primera raiz cuando k = 0, es: 

,-200 + (0)(360°) 

00 = 3 1,6384 Cis -= 1.1787 Cis 66.6667° en forma polar. 

3 

Para la segunda rafz cuando k = 1, es: 

,-_ 200 + (1)(360°) 

01 = 3 1,6384 Cis --= 1.1787 Cis 186.6667° en forma polar. 

3 

Y para la tercera rafz cuando k = 2, es: 

,-_ 200 + (2)(360°) 

02 = 3 1,6384 Cis -= 1.1787 Cis 306.6667° en forma polar. 

3 

Estos resultados se pueden convertir en: 

ooo= 1.1787^ 0-37047T? q ue es | a p r j mera ra f z en f orrna d e E U | er . 

ooi= 1.1787 e 1-3704711 que es la segunda rafz en forma de Euler 
y 002 = 1.1787«? 1-1787 ^ q ue es j a tercera rafz en forma de Euler. 

O en su caso: 

00 = 0.4669 + 1.0823 / que es la primera rafz en forma binomica. 

01 = -1.1707-0.1368 / que es la segunda rafz en forma binomica 
y 02 = 0.7039 - 0.9455 / que es la tercera rafz en forma binomica. 
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